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УДК 519.6 
Физико-математические науки 
 
В работе освещены вопросы построения пространственно-одномерной математической модели распростра-
нения поверхностных волн. Разработаны и программно реализованы математические модели гидродинамиче-
ских процессов, основанные на волновом уравнении с учетом нелинейных процессов и без их учета, и модель, 
описываемая системой уравнений Навье-Стокса. На основе численных экспериментов показана целесообраз-
ность использования модели движения водной среды, описываемой системой уравнений Навье-Стокса. 
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Для задач математического моделирования гидродинамических процессов в водоемах актуальной оста-
ется проблема построения и практического использования математических моделей движения водной среды 
на мелководье под воздействием поверхностных гравитационных волн. Одним из наиболее эффективных 
методов исследования реальных процессов гидродинамики в настоящее время становится численное моде-
лирование [4; 11; 13]. 

Цель работы заключается в построении и реализации одномерных непрерывных и дискретных моделей 
распространения поверхностных волн в прибрежных водных системах, описывающих переформирование 
прибрежной зоны водоемов под воздействием движения воды и гравитационных сил, удовлетворяющих ос-
новным законам сохранения. 

                                                           
 Чистяков А. Е., Проценко Е. А., 2013 
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Непрерывная математическая модель поверхностных волн от начальных возмущений. При разра-
ботке гидродинамической модели движения водной среды использована гидростатическая модель, включа-
ющая уравнения движения Навье-Стокса, неразрывности для несжимаемой жидкости, гидростатики. В рам-
ках теории мелкой воды исходными уравнениями движения водной среды являются [10-12]: 

- система уравнений Навье-Стокса: 

   
1

t x z x x z zx
u uu wu P u u 
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 
                   (1) 

   
1

t x z z x z zx
w uw ww P w w 



 
           ;        (2) 

- уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости: 
0x zu w   ;            (3) 

- уравнение гидростатики: 
 P g z              (4) 

Здесь  ,x t  − отклонение свободной поверхности жидкости от равновесного состояния; P  - гидроста-
тическое давление;   - плотность жидкости;  ,  - составляющие коэффициента турбулентного обмена;  
u , w  - компоненты вектора скорости; x  − горизонтальная координата; z  − вертикальная координата;  
t  − время; g  - ускорение свободного падения. 

Система уравнений (1)-(4) дополнена следующими граничными условиями: 
- на дне условие непроницаемости и трения:  

 n bu t   , 0w  , b  - тангенциальное напряжение на дне водоема; 
- на поверхности задается подъем уровня и ветровые напряжения: 

 n bu t    ,
 
w   , b  - тангенциальное напряжение на поверхности дне водоема; 

- на боковых границах условие свободного выхода: 
0nu  , 0n   

Уравнение (1) с учетом (4) примет вид:     t x z x x z zx
u uu wu g u u  

 
              (5) 

Интегрируя по глубине  ,z H   уравнение (3), имеем:     0t x
H u 


      (6) 

Интегрируя по глубине  ,z H   уравнение (4) с учетом граничных условий, имеем:  

     xt
H u H uu 
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Пренебрегая в уравнении (7) нелинейностью, вязкостью и тангенциальными напряжениями на дне и по-
верхности водоема, имеем: 

   xt
H u gH 


  
 
          (8) 

Из системы уравнений (6), (8) следует, что волны на свободной поверхности жидкости переменной глу-
бины представляют решение задачи Коши. Таким образом, задача представляет собой уравнение колебания 
струны с определенными начальными условиями и выглядит следующим образом: 

 
2

2 g H x
t x x
    
  

   
,          (9) 

где H(x) − глубина жидкости. 
Уравнение (9) рассмотрено при следующих граничных условиях: 
   10, t u t  ,    2,l t u t            (10) 

и начальных условиях: 

   0,0x x  ,    1,0ξ x x
t







         (11) 

В используемом уравнении колебания не присутствуют компоненты, отвечающие за вязкое трение. Дан-
ный факт ограничивает область применения исследуемой модели, что будет учтено при ее использовании.  

Для получения консервативных разностных схем естественно исходить из уравнений баланса, записан-
ных для элементарных объемов сеточной области [8; 9; 14]. Входящие в уравнения баланса интегралы и 
производные заменим приближенными разностными выражениями. В результате получим однородную раз-
ностную схему. Такой метод получения консервативных схем называют интегро-интерполяционным мето-
дом (методом баланса) [5; 15]. Для решения задачи (1)-(4) использованы схемы расщепления по физическим 
процессам [1-3]. 
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Результаты численных экспериментов. После разработки программы было проведено тестирование ее 
на соответствие уже имеющимся результатам, которые были получены другими научными работами и 
опытным путем.  

На Рисунках 1-3 приведены результаты численного моделирования в случае прямого дна   1H x  . 
Слева приведена функция возвышения уровня, справа - функция скорости. 
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Рис. 1. Результаты численных экспериментов на основе модели 1 (слева показана функция возвышения 

уровня, справа - функция скорости) 
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Рис. 2. Результаты численных экспериментов на основе модели 2 (слева показана функция возвышения 

уровня, справа - функция скорости) 
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Рис. 3. Результаты численных экспериментов на основе модели 3 (слева показана функция возвышения 

уровня, справа - функция скорости) 
 
Волновая модель 1 не описывает нелинейные гидродинамические процессы в отличие от математиче-

ских моделей 2 и 3. Анализ Рисунка 1 показал, что профиль волны в процессе не меняется. Модель 3, опи-
сываемая уравнением Навье-Стокса, учитывает инертность гидродинамических процессов, в отличие от 
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оставшихся моделей. Амплитуда функции возвышения уровня, представленная на графике 3, меньше значе-
ний амплитуд функций, представленных на Рисунках 1-2. 

На Рисунке 4 приведены результаты численного моделирования в случае скошенного дна 
    0 1H x H kx  , глубина изменялась от 1 м до 50 см. 

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

0.04

0.02

0

0.02

0.04

AFRAME j

j
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

0.1

0.05

0

0.05

0.1

BFRAME j

j  
Рис. 4. Результаты численных экспериментов на основе модели 3 (слева показана функция возвышения 

уровня, справа - функция скорости) 
 
Анализ результатов численного эксперимента позволяет сделать вывод, что при уменьшении глубины водо-

ема возрастает скорость движения водной среды, амплитуда колебаний при этом практически не изменяется.  
Выводы. Разработаны и программно реализованы следующие пространственно-одномерные непрерыв-

ные и дискретные модели описания движения водной среды: волновые модели, без учета нелинейных про-
цессов и с учетом нелинейных процессов, гидродинамическая модель, задаваемая уравнением Навье-Стокса. 
На основе анализа результатов численных экспериментов показана целесообразность использования модели 
движения водной среды, описываемой системой уравнений Навье-Стокса. 
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