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УДК 517.95 
Физико-математические науки 
 
В статье рассматривается многослойная квазигеострофическая модель общей циркуляции океана, основ-
ными переменными которой являются значения функции тока на каждом из слоев. Предполагается, что 
правые части уравнений модели задаются многозначными отображениями. Доказывается существование 
решений полученного дифференциального включения. Показано, что множество решений непрерывно по 
метрике Хаусдорфа и зависит от начального условия. 
 
Ключевые слова и фразы: дифференциальное включение; многозначное отображение; модель общей цирку-
ляции океана; существование решений; непрерывная зависимость решений от начального условия. 
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«Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009-2013 годы. 
 

Дифференциальные включения являются естественным обобщением понятия дифференциального урав-
нения на случай неточно заданной динамики системы и неполной информации о ней. Аппарат дифференци-
альных включений активно используется при решении задач оптимального управления и дифференциаль-
ных игр в физике, экономике, демографии и других областях [4-6; 13-17; 24]. Задачи ассимиляции данных 
наблюдений играют фундаментальную роль в понимании процессов геофизической гидродинамики. До сих 
пор такие задачи рассматривались только для детерминированных систем [1-3; 7-12; 18-21; 23]. Однако ма-
тематические модели могут лишь приближенно описывать природные явления, их формулировки заведомо 
содержат элементы неопределенности. В связи с этим представляет интерес изучение задач усвоения дан-
ных на основе теории многозначных отображений. Первоначальным этапом является исследование разре-
шимости самих дифференциальных включений, которое проводится в настоящей работе. 

Пусть   - ограниченная область в 2  с кусочно гладкой границей  , 0 <T  , = (0, )Q T . 
Будем считать, что цилиндр воды, проекцией которого на горизонтальную плоскость является  , разбит по 
глубине на N  слоев средней высоты kH  и постоянной плотности kp . Внутри каждого слоя вводится 
квазигеострофическая функция тока k . Рассмотрим следующую многослойную квазигеострофическую 
модель общей циркулции океана [2; 18; 20; 22]: 
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  - уменьшенный коэффициент гравитации; g  - ускорение свободного падения; 

0, , ,f     - положительные константы; 0f  - среднее значение параметра Кориолиса;   - градиент 
параметра Кориолиса;   - коэффициент вязкости;   - коэффициент трения о дно; = ( , )b bh h x y  - функция 

рельефа дна; 1 1= ( , , )f f x y t  - завихренность силы напряжения, создаваемая ветром; 2 2=
x y
 

 
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 - 

оператор Лапласа; ( , ) = x y y xJ a b a b a b  - якобиан. 
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К системе (1) присоединяются условия на границе области    
| = ( ), | = 0, =1, ,k k kC t k N          (2) 

и закон сохранения массы воды  
= 0, =1, , 1kw d k N



  ,         (3) 

после чего решения (1)-(3) могут быть определены с точностью до константы, зависящей от времени. 
Выберем еще одно дополнительное условие  

1 = 0.d


  

Тогда с учетом (2)-(3) находим:  
= 0, =1, ,k d k N



 .         (4) 

Систему (1), (2), (4) дополним теперь начальными условиями  
0

=0| = ( , ), =1, ,k t k x y k N  .        (5) 
Будем обозначать через || ||  норму в пространстве 2( )L  , рассматриваемом в качестве основного;  

| |  - площадь  ; 2 ( ), =1,2nW n  - пространства Соболева функций, квадратично интегрируемых в   со 
своими производными до порядка n ; n|| ||  - норма в этих пространствах; 2 ( )nW    - сопряженные с 2 ( )nW   

пространства с нормой n|| || ; 1
2 ( )W   - пополнение по норме 1

2 ( )W   множества всех бесконечно 

дифференцируемых финитных функций, определенных в  ; 2 2 1
2,0 2 2( ) = ( ) ( ).W W W     

Введем гильбертовы пространства функций, определенных в Q :  
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Далее определим следующие пространства вектор-функций высоты N : 
2 1 1

2,0 2( ) ( ( ) )NH W W     , 1
0 1( )NX X X   , 1

0 1( )NY' Y ' Y'   , 

 
11 2

2 2( ) ( )
N

E W W


     . 

Обозначим через =k k kC   , т.е. = , | = 0,k k k      и запишем задачу (1)-(2), (4)-(5) в виде  
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Действие оператора   будем рассматривать из X  в Y' H . Всюду далее считается, что 
2

2( , ) ( )bh x y W  . В [2; 20] показано, что верны 
Лемма 1. Оператор   задает ограниченное, непрерывное, слабо непрерывное отображение из X  в 

Y' H . 
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Теорема 1. Существует определенный на всем Y' H  обратный оператор 1 , который является 
ограниченным, непрерывным и слабо непрерывным оператором, действующим из Y' H  в X , причем 

   

  

1 0 0 1 0

0 2 0 0 2
1

; ;

|| || , || || || || || || || || || || ,
X

Y' H Y' Y' H H

f f f

c f f f

   

    

     

   
     (7) 

где 1( , )c    - непрерывная положительная неубывающая функция. 

Пусть задана функция 0 1
1 2 ( )f W    и положительные постоянные kr , 1,k N . Определим на [0, ]T  

многозначные отображения  
 1 0

1 2 1 1 1( ) ( ) :|| ||t W f r 

     ,  2
2 2( ) ( ) :|| ||k kt W r 

    , 2,k N , 

 1 2, ,..., N . 
Определение 1 [16]. Пусть многозначное отображение  каждому значению [0, ]t T  сопоставляет 

непустое множество пространства E . Суммируемой ветвью  называется однозначная функция f , 
принадлежащая пространству Лебега-Бохнера 1(0, ; )L T E , для которой ( ) ( )f t t  при почти всех 

[0, ]t T . 
Введем расстояние между множествами ,A B X , обозначив: 
dist ( , ) supinf || ||X XBA

A B


 


   - уклонение множества A  от множества B ; 

 ( , ) max dist ( , ) ,dist ( , )X X Xh A B A B B A  - расстояние между A  и B  по метрике Хаусдорфа. Рассмотрим 
дифференциальное включение 

   0
0( ) ( ); ;F T               (8) 

Определение 2. Решением (8) будем называть вектор-функцию X , такую что  0( ) = ;f   для 
какой-либо суммируемой ветви f  отображения . 

Теорема 2. При любом 0 H   дифференциальное включение (8) имеет решение, причем множество его 
решений непрерывно зависит от 0  по метрике Хаусдорфа. 

Доказательство. Очевидно, что  имеет суммируемые ветви. Например, можно положить ( )k kf t  , 

[0, ]t T , 1,k N , где k  - любые функции, удовлетворяющие условиям 0
1 1 1 1|| ||f r   , 2|| ||k kr   , 

2,k N . Пусть f  - какая-либо суммируемая ветвь . Тогда (0, ; )f L T E , следовательно, f Y'  и 

 
1/2

0 2 2
0 1 1 1 2

|| || ( || || ) N
Y' kk

f c T r f r 
    . По Теореме 1 уравнение  0( ) = ;f   имеет решение X , 

которое и будет решением включения (8). 
Обозначим через U  множество решений (8) и через *U  - множество решений включения  0

*( ) ;    

для какого-либо 0
* H  . Возьмем произвольное U , тогда для   верно равенство  0( ) = ;f  , где  

f  является суммируемой ветвью отображения . По Теореме 1 уравнение  0
* *( ) = ;f   имеет решение 

* X  . Из Определения 2 вытекает, что * *U  . Учитывая (7), заключаем, что верно неравенство  

  0 0 0 0 0 2
* * 1 0 * *dist ( , ) || || , || || || || || ||X X H H HU c c             . 

Так как вектор-функцию U  взяли произвольно, то 

  0 0 0 0 0 2
* 1 0 * *dist ( , ) ,|| || || || || ||X H H HU U c c         . 

Используя аналогичные рассуждения, убеждаемся, что 
  0 0 0 0 0 2

* 1 0 * *dist ( , ) ,|| || || || || ||X H H HU U c c         . 

Таким образом, *( , ) 0Xh U U   при 0 0
*|| || 0H   . 
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УДК 681.5:621.77 
Технические науки 
 
В статье рассматриваются вопросы моделирования и управления процессом индукционной плавки металла. 
Представлена компьютерная модель индукционной печи. Исследовано влияние возбуждения частоты ин-
дуктора на температуру в слое металла. Рассмотрена целесообразность и возможность использования 
для управления процессом теории нейросетей. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И УПРАВЛЕНИЕ ПРОЦЕССАМИ ИНДУКЦИОННОЙ ПЛАВКИ МЕТАЛЛА© 

 
Актуальность проблемы. Индукционные печи обладают рядом бесспорных преимуществ по сравнению 

с конкурентоспособными технологиями плавки металлов и составляют значительную часть от общего объе-
ма аналогичного оборудования. Затраты на электроэнергию составляют основную статью себестоимости 
продукции в электротехнологических комплексах плавки металла индукционным методом. Таким образом, 
большое значение приобретает проблема достижения предельных качественных показателей процессов  
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