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Введение 
Переход веществ из жидкого состояния в твёрдое является комплексом термодинамических, тепловых, 

диффузионных, гидродинамических и т.п. явлений. 
В данном случае рассматривается проблема только с учётом тепловых взаимодействий между твёрдой и 

жидкой фазами и телами, которые находятся в тепловом контакте между ними. 
В рамках рассматриваемой научной работы рассматривается задача затвердевания, т.е. переход вещества 

из жидкого состояния в твёрдое условно рассматривается без учёта особенностей формирования кристаллов. 
Задача намораживания на сферической поверхности может быть подразделена на задачу намораживания 

на внешней и внутренней сфере (Рис. 1а и Рис. 1б соответственно). 
Математическая модель процесса намораживания 
Процесс намораживания на внешней поверхности сферы (Рис. 1а) описываются следующими дифферен-

циальными уравнениями одномерной нестационарной теплопроводности в сферических координатах: 
       (1) 

,      (2) 
где τ - время;  - теплоёмкость намороженного слоя; ρ - плотность намороженного слоя; λ - коэффици-

ент теплопроводности намороженного слоя; t - температура намороженного слоя;  - теплоёмкость матери-
ала стенки; ρ1 - плотность материала стенки; λ1 - коэффициент теплопроводности материала стенки; t1 - тем-
пература стенки; r - текущая радиальная координата, отсчитываемая от центра сферы; r0 - внутренний ради-
ус полой сферы; R - радиальная толщина сферы; ξ - радиальная толщина намороженного слоя. 

Граничные условия: 
           (3) 

          (4) 
,        (5) 

где  - температура внутренней поверхности;  - криоскопическая температура;  - коэффициент теп-
лоотдачи со стороны жидкости;  - температура жидкости;  - удельная теплота фазового перехода. 

Условия сопряжения: 
         (6) 

         (7) 

Задача намораживания решается при граничных условиях первого рода на внутренней поверхности (r=r0) 
и граничных условиях третьего рода на внешней поверхности сферы (r=r0+R+ξ), поскольку эти условия яв-
ляются наиболее характерными. 

Данная задача намораживания на сферической поверхности относится к типу нелинейных задач тепло-
проводности и не имеет строгого точного аналитического решения. 
                                                           
 Лобанов И. Е., 2011 
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а)       б) 
 
Рис. 1. Схематическое изображении модели для решения задачи о намораживании на внешней (а) и 

внутренней (б) сферической поверхности 
 
Рассматриваемая задача с подвижными границами в рамках данного исследования решается на основе 

замещения истинных нестационарных температурных распределений теми распределениями, которые име-
ют место при стационарной теплопроводности в сферической стенке. 

Следует отметить, что существует множество различных методов решения данных задач [1-3]. Довольно 
эффективными методами могут быть признаны численные методы: метод конечных элементов, метод кон-
трольных объёмов, метод граничных элементов. 

В данном исследовании основной целью является отыскание именно аналитических решений. 
Вышеуказанный подход, базирующийся на методе замещения, ранее был применён к решению различ-

ного типа задач и является вполне обоснованным [1; 4-6]. 
Следовательно, основным допущением, принятым при решении задачи замораживания на сферической 

стенке является то, что температура во всех промежутках - [r; r0+R] и [r; r0+R+ξ] - замещается температура-
ми, получающимися при стационарной одномерной теплопроводности в полой сфере. 

В дальнейшем решение задач намораживания получается без дополнительных допущений и в рамках 
уже принятых допущений может считаться точным аналитическим решением. 

Аналитическое решение задачи о намораживании 
Стационарное распределение температуры в полой сфере при одномерной теплопроводности выглядит 

следующим образом: 
       (8) 

,        (9) 
где Сi, i = 1, 2, 3, 4 - константы. 
Вышеуказанные константы находятся из граничных условий и условий сопряжения. Сначала необходи-

мо составить систему уравнений: 
         (10) 

        (11) 

        (12) 

        (13) 
Вышеуказанные константы получаются из решения следующей системы уравнений: 

          (14) 
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В развёрнутой форме константы будут выглядеть следующим образом: 
         (15) 

         (16) 

          (17) 

          (18) 
Таким образом, стационарное температурное поле в полой сфере будет выжаться следующим образом: 

   (19) 

      (20) 
В дальнейшем следует найти температуру tгр из условия сопряжения (7). Производные температур равны: 

        (21) 

         (22) 
Эти же производные в точке сопряжения равны: 

       (23) 

        (24) 

Условие сопряжения (7) для нахождения температуры tгр: 

      (25) 
Решение (25) даёт температуру tгр: 

         (26) 
Самостоятельное значение полученного решения относительно tгр заключается в том, что она детерми-

нирует температуру на границе «стенка - намороженный слой» в зависимости от толщины образовавшегося 
намороженного слоя ξ . 

Продолжительность процесса намораживания τн слоя толщиной ξ детерминируется из решения диффе-
ренциального уравнения (5) после подстановки в него значений соответствующей производной и значения 
температуры tгр из выражения (26): 

   (27) 

После преобразований, решение вышеуказанного дифференциального уравнения относительно продол-
жительности процесса намораживания τн слоя толщиной ξ будет выражаться следующим интегралом: 

       (28) 

После проведения интегрирования и соответствующих преобразований, получим окончательное выра-
жение относительно времени намораживания τн слоя толщиной ξ : 

  

 

    (29) 

Последнее выражение является точным аналитическим решением квазистационарной задачи о наморажи-
вании (задачи Стефана) на сферической поверхности в рамках принятых допущений. Следует отметить, что в 
рамках принятых допущений можно получить точные аналитические решения задачи намораживания на плос-
кой стенке, а на цилиндрической стенке - только приближённые [1], замкнутого решения авторам получить не 
удалось. Можно сделать небезосновательное предположение, что точные соответствующие решения данной 
задачи на цилиндрической стенке могут быть получены, например, при помощи рядов с рекуррентными чле-
нами, как, например, при решении интегральных уравнений для обратных задач теплопроводности. 

Полученное в работе замкнутое точное аналитическое решение квазистационарной задачи о наморажи-
вании (задачи Стефана) на внешней сферической поверхности устанавливает непосредственную зависи-
мость между продолжительностью намораживания и толщиной намороженного слоя в зависимости от гео-
метрических и режимных параметров. 



ISSN 1993-5552 Альманах современной науки и образования, № 12 (55) 2011  53 

Данный подход может быть применён для точного аналитического решения квазистационарной задачи о 
намораживании на внутренней сферической поверхности (Рис. 1б). Опуская математические выкладки, при-
ведём лишь конечную зависимость: 

          (30) 

  

 

 

В работе [Там же] показано, что при прочих равных условиях толщина намороженного слоя больше на 
цилиндрической поверхности, чем на плоской. 

Сравнительные расчёты по полученному в исследовании решении показывают, что при прочих равных 
условиях толщина намороженного слоя на внешней сферической поверхности больше, чем для плоской и 
цилиндрической (внешней) поверхностях; иными словами, время намораживания наперёд заданной толщи-
ны намороженного слоя для сферической поверхности будет меньшим. 

При намораживании на внутренней сферической поверхности вышеуказанная толщина будет больше чем 
на внешней при прочих равных условиях. 

Аналогичным образом были получены точные аналитическое решение квазистационарной задачи о 
намораживании на внешней и внутренней сферической поверхности, когда на внутренней поверхности име-
ет место граничное условие третьего рода, однако, решение и окончательные выражения для зависимости 
времени намораживания слоя определённой толщины очень громоздки и выходят за рамки данной статьи, 
что связано с необходимостью детерминирования не одной, а двух температур на границах. Эти решения 
переходят в решения, полученные в данной работе, при условии tп = t0;  (tп - температура стенки со 
стороны холодильного агента), что является дополнительным доказательством их правильности. 

Основные выводы 
В рамках данной работы получено точное аналитическое решение квазистационарной задачи о намора-

живании на внешней и внутренней сферической поверхности с граничными условиями первого рода на 
внутренней поверхности и граничными условиями третьего рода на внешней поверхности. 
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составу при определенном суточном бюджете. 
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